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Resumen

En este documento se listan los enunciados de los problemas de oposiciones resueltos (estén
publicados o por publicar) en el canal de matemadticas de youtube No todo es mateméticas. Este
documento se actualizard periédicamente con nuevos problemas o con enlaces actualizados, por
lo que es conveniente revisarlo cada 2-3 meses (mira la fecha del encabezado: Actualizar). Al
video con la solucién de cada ejercicio puede llegarse directamente pinchando sobre (Solucién)
al lado del encabezado de cada problema (Problema X). Si el enlace dirige a un video privado
es porque la solucién se publicard pronto. Si el enlace dirige a la pagina principal del canal
es porque la solucién no estd cargada, pero lo estara. Si una comunidad tiene un ”Problema
X” sin enunciado es para senialar que el examen estd incompleto, pero por alguna razén la
solucion de ese problema no la estoy contemplando. LO QUE ESCRIBA CON ESTA TYPO ES
UNA ANOTACION SOBRE EL EJERCICIO, NORMALMENTE CON INFORMACION COMPLEMENTARIA.
Estaré agradecido de que cualquier error que detectes, tanto en las soluciones de los ejercicios
como en los aspectos técnicos de este documento (faltas de ortograffa, enlaces rotos, etc...)
me los hagas llegar (tienes el correo arriba). Si tienes enunciados y quieres que se resuelvan,
también son bienvenidos. Notese que, ante la imposibilidad de conseguir los enunciados oficiales,
la mayoria de los problemas son transcritos de memoria por algiin opositor, lo que lleva, muy
légicamente, a que algunas veces contengan algiin error minimo: No, no voy a resolver de nuevo
los ejercicios con “errores” en los enunciados, lo importante es el proceso de resolucién y el
ntimero es solo una excusa. Verdaderos errores, cuando sean detectados, se comentaran en un
pdf adjunto como Fe de Erratas.
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1. Andalucia 2021

Problema 1. (Solucién -a-) (Solucion -b-)

38

38

38

39

40

40

(a) Se lanzan n monedas una detras de otra. En cada lanzamiento, la probabilidad de obtener cara
es p. Si se han obtenido k caras, 0 < k < n, jcudl es la probabilidad de que haya aparecido

cara en la primera moneda?

(b) Demuestre que todo nimero complejo z de médulo 1, con z # 1 puede escribirse de la forma

1+

eR
1 — pi’

Halle 1 en funcion del argumento de z.
Problema 2. (Solucién -a-) (Solucion -b-)

(a) Estudie los extremos de la funcién

flo) =22 =1]e” "2 e [-3,3]

(b) Estudie el limite de la sucesién definida por

i (- )

k=1

Problema 3. (Solucién -a-) (Solucion -b-)

(a) Pruebe que

n 1 sin(n+ 16
Zcosk&z 5—1—(.—92)
Pt 251n§

(b) Dado el tridngulo ABC', pruebe que es rectangulo si y solo si se cumple

sin®*A + sin’B + sin’C = 2
OTRA SOLUCION PARA LA OPCION A |(SOLUCION -A-)

Problema 4. (Solucién)
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(a) Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Pruebe que si un vector v depende linealmente
de {uy,us,uz} pero no depende linealmente de {us,usz}, entonces u; depende linealmente de

{U>U2,u3}

(b) En el espacio vectorial Q* se consideran los subespacios

&

1. Halle dim (Sl + Sg) y dim (Sl N 52)
2. Halle una base de S; N Ss

3. ;Qué dimensioén tiene S7 + S3

) _1 Y
0

r—2z2=0

> Sg{x_y:() Sgiy‘i‘Z:O

S O ==
SN W

Problema 5. (Solucién -a-) |(Solucion -b-)

(a) Halle el volumen del toro de revolucién que se obtiene al girar la circunferencia
(x—a)’+3y* =0 (0<b<a)
alrededor del eje de ordenadas.

(b) Siendo

nk

(n+1)(n+2)(n+3)

el término general de una serie, se pide:

Ay —

1. Sustituya el exponente k por el mayor ntimero entero compatible con la condiciéon de ser
convergente de la serie > 7 | ay,

2. Halle la suma de la serie para dicho k.
Problema 6. (Solucién -a-) (Solucion -b-)

(a) Sea T = {x € Z : xes multiplo de20210}. Pruebe que si
(a+V8B) eTy (V8&a—p)eT

entonces o + 32 € Y.

(b) Se colocan al azar cuatro bolas en tres urnas.
1. Describa la distribucion de la variable aleatoria

X = "numero maximo de bolas que hay en alguna urna”

2. Halle F(X).
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2. Murcia 2021

Problema 1.(Solucion)

Los ntumeros reales no negativos aq, as, . .., a, cumplen las condiciones
= a1 +ay+---+a, =2n
() () () =

Probar que a; = 2, V1.

SOLUCION EN PDF (PDF)
Problema 2.(Solucion)

Calcular el valor de

r—1 22—-1 22—-1 2*—234+2-1
2r—4 22—4 2*—8 2t -2 420 —4
3r—9 22—-9 23-27 2*—323+3x—-9
4r —16 22—16 2°—64 2* — 423+ 42— 16

Problema 3.(Solucién)

. Qué funciones f : R — R que sean integrables en cualquier intervalo [0,z] si > 0 y [z,0] si
x < 0, satisfacen la condicién:

of(x) = / " it

para cualquier niimero real distinto de cero?
Problema 4. (Solucién)

Los puntos A(11,13), B(8,14), C(3,7), D(9, 1) situados en el plano cartesiano, estan sobre los la-
dos consecutivos de un cuadrado o sobre sus prolongaciones. Hallar la longitud del lado del cuadrado.

Problema 5. (Solucién)

Tres fabricas manufacturan un producto. Sabemos que las dos primeras producen el mismo nime-
ro de productos y que la tercera produce el doble de productos que las don anteriores durante un
periodo de tiempo especificado, el mismo para las tres. Sabemos también que el 4 % de los productos
manufacturados por la primera fabrica es defectuoso y que el 2% de lo producido por cada uno da
las otras dos fabricas también es defectuoso. Si colocamos juntos todos los productos fabricados y se
escoge uno al azar,

1. ;Cuél es la probabilidad de que sea defectuoso?

2. Suponiendo que elegimos un producto al azar y resulta defectuoso, jcudl es la probabilidad de
que provenga de la primera fabrica?
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3. Extremadura 2021

Problema A1l. (Solucién)

Calcula tres nimeros positivos x, y, z tales que su suma es 30 y la expresién x2yz® es maxima.

Problema A2. (Solucién)

Se considera una circunferencia con centro en el origen de coordenadas y de radio R. Se considera
una recta variable paralela al eje OY que corta a la circunferencia en dos puntos A y A’. Hallar el
lugar geométrico de los puntos P en que se cortan las rectas que unen los puntos de interseccion A
y A’ con los puntos de interseccién de la circunferencia con el eje OX.

Problema A3. (Solucién)

Los coeficientes de la ecuaciéon z* + Az + B = 0 se eligen al azar en el intervalo (—1,1). Calcula
la probabilidad de que las raices de esta ecuacion sean reales y positivas.

Problema A4. (Solucién)

Determina la funcién f : R — R, sabiendo que es impar, que F'(1) = 1, y que verifica la relacién

/a (a* — 2*)f"(x)dr = a®

Problema B1. (Solucion)

17 personas van a jugar a un casino y se reparten fichas de igual valor a partes iguales, sobrando
tres, 6 de los jugadores se encuentran cansados y deciden irse a dormir. El resto vuelve a repartir
las fichas sobrando cuatro. Al fin, sélo 6 deciden jugar, repartiendo de nuevo sobrando cinco fichas.
Calcula el numero total de fichas sabiendo que es un niimero comprendido entre 1500 y 3000.

Problema B2. (Solucién)

Sea (2Z,+, 1) el conjunto de los nimeros enteros pares, donde + es la suma y L es la ley de
composicién definida por v Ly = %. Justificar que (2Z, +, L) es un anillo.

Problema B3. (Solucién)

Halle el volumen del toro de revolucién que se obtiene al girar la circunferencia z2 + (y — 2)? = 1

alrededor del eje OX.
Problema B4. (Solucién)

Dada la matriz

Estudia para qué valores de a es diagonalizable.
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Problema C1. (Solucién)

Calcula

. 1 (k—n)?
s> e
Problema C2. (Solucién)

Por los puntos A(a,0) y B(b,0) se trazan las tangentes a circunferencias de centro el origen de
coordenadas y radio variable. Hallar el lugar geométrico de los puntos de interseccién de dichas tan-
gentes.

Problema C3. (Solucién)
Sip € Ry las raices de 2% 42px? —pr+10 = 0 estan en progresién aritmética, calcula dichas rafces.
Problema C4. (Solucion)

Calcular la probabilidad de, elegido un punto al azar del interior de una elipse, esté dentro del
cuadrado inscrito.

4. Madrid 2021

Problema 1. (Solucién)

Dos arqueros, A y B, participan en una competicién clasificatoria. Mediante un sorteo previo se
decide que inicia la actuacién el tirador A. A dispara una flecha, y se clasifica si da en el centro de
la diana. Si no lo consigue, es B quien toma la iniciativa y gana la competicién si logra dar en el
centro de la diana. En caso contrario, vuelve a tirar A y se repite el proceso descrito anteriormente.
De este modo, se van alternando los tiros hasta que uno acierta con el centro de la diana, momento
en el que termina la competicién con la clasificacién del arquero que lo ha conseguido. En cada uno
de sus tiros A y B tienen, respectivamente, probabilidad p y ¢ de alcanzar el centro de la diana.

(a) Hallar la probabilidad de que el arquero A se clasifique.
(b) Calcular la probabilidad de que sea el arquero B.

(¢) ;Qué condicién han de verificar p y ¢ para que el arquero B tenga ventaja sobre A? ;Cuédl es
la probabilidad de que esto ocurra?

Problema 2. (Solucién)

Se consideran los siguientes elementos en el plano:
¢ = circunferencia de centro C(0,a) y radio a con a > 0

s = recta horizontal que pasa por el punto (0, 2a)

Se dibuja una recta r que pase por el origen de coordenadas y cualquier punto M /(xg,yo) de la
circunferencia distinto del origen de coordenadas. Sea N el punto de interseccion de la recta anterior
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con la recta s. Se considera la curva que se obtiene por la interseccion de la recta horizontal que pasa
por M y la recta vertical que pasa por N al recorrer M la circunferencia c.

(a) Determinar la ecuacién de la curva.
(b) Hallar el drea de la regién delimitada por la curva y el eje de abscisas.
Problema 3. (Solucién) VER EXTREMADURA 2018 PROBLEMA 1
Un hombre acude a un banco para cobrar un cheque por valor de E euros y C' c¢éntimos. El cajero,
por error, le entrega un sobre con C' euros y E céntimos. El cliente no se da cuenta del error hasta
que gasta 23 céntimos y, ademads, observa que en ese momento tiene 2F euros y 2C' céntimos. jCual
es el valor del cheque?

Problema 4. (Solucién)

Dado el determinante de orden n

8 3 3 3 3
3 8 3 3 3
3 3 8 3 3
3 3 3 8 3
3 3 3 3 8

(a) Calcula su valor.

(b) Determinar para qué valores de n dicho determinante es miltiplo de 10.

5. Comunidad Valenciana 2021

Problema 1. (Solucién)

Los numeros de Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13, ... forman una sucesién denominada sucesion de Fi-
bonacci F,, que se define de forma recursiva como

=1 F,=1y F,=F, 1F, 5, paran >3

1. Demuestre que dos nimeros de Fibonacci consecutivos son primos entre si.
11
A=

n __ Fn+1 Fn
A= ( Fn Fn—l)
3. Compruebe que la matriz A del apartado anterior es diagonalizable y calcule la matriz P €

GLy(R) tal que P~'AP = D siendo D = (dl

2. Dada la matriz

demuestre que

0 ds
para obtener el término general de la sucesién F,, como una férmula no recursiva (férmula de
Binet).

) la matriz diagonal. Utiliza este resultado
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4. Deducir de (2) y (3) la identidad de Cassini:
FraFyy — F2 = (—1)"

Problema 2. (Solucién)

Estudia la continuidad de la funcién real de variable real f:[0,1] — R

) = 0 siz =0 o0z esirracional
|1 siz=p/q (irreducible)

Problema 3. (Solucién)

En un tridangulo ABC', suponemos que las rectas tangentes a la circunferencia circunscrita en B
y en C se cortan en un punto P. Demostrar que la recta AP es simétrica a la mediana del lado BC
respecto de la bisectriz del angulo A.

Problema 4. (Solucién)

El céncer colorectal (CCR) constituye un problema de salud publica a nivel mundial. En los
paises miembros de la Unién Europea como en el resto de los paises desarrollados representa, en
ambos sexos, el segundo cancer mas frecuente y una de las principales causas de muerte. Entre las
diversas opciones que existen, los Test de Sangre Oculta en Heces (TSOH) han sido los primeros en
ser evaluados en ensayos clinicos controlados y que han recibido una mayor atenciéon, ademéds que,
desde un punto de vista practico, su bajo coste y la facilidad de su aplicacién le convierte en una
opcién atractiva para la deteccion del CCR. En uno de los estudios en los que se va a utilizar dicha
prueba diagnéstica, la probabilidad de que un paciente con CCR sea detectado (que la prueba sea
positiva) es de un 68 %, y la probabilidad de que un paciente que no presente CCR sea detectado
(que la prueba sea negativa) es de un 98 %. La Conselleria decide utilizar esta prueba diagnéstica
(TSOH) sobre la poblacién perteneciente al departamento de Salud 7 (Valencia-La Fe) en el cual la
prevalencia de cdncer de colon es del 3 %, calcula:

1. La probabilidad de que al realizar la prueba a un paciente con CCR, el resultado sea positivo.
2. La probabilidad de que, si al realizar la prueba resulta positiva, el paciente presente CCR.

3. La probabilidad de que, si al realizar la prueba el resultado es negativo, el paciente no presente

CCR.

4. ;Cuantas veces es mas probable que el paciente presente CCR si el resultado de la prueba es
positivo que si no sabemos el resultado?

5. (Cuantas veces es mas probable que el paciente presente CCR si el resultado de la prueba es
positivo que si es negativo?

6. La unidad de investigacién de estadisticas sanitarias del Hospital Universitario de Alicante ha
decidido aplicar esta prueba diagnostica sobre la poblaciéon que acude al servicio de Urgencia,
en el que la prevalencia de cancer de colon es del 30 %. Calcula de nuevo los resultados pedidos
en los apartados anteriores e interprétalos.

NOTA: En epidemiologia, se denomina prevalencia a la proporcién de individuos de un grupo o una
poblacién (en medicina, persona), que presentan una caracteristica o un suceso determinado (en me-
dicina, enfermedad).
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6. Castilla La Mancha 2021

Problema 1. (Solucién)

Un segmento se divide en tres por dos puntos elegidos de forma aleatoria.
(a) Halle la probabilidad de que con los tres segmentos obtenidos se pueda construir un triangulo.

(b) Suponiendo que se puede construir el tridngulo, halle la probabilidad de que sea acutangulo.

Problema 2. (Solucién)

Para cada n € N se define

w/2
A, = / sin” xdx
0

1. Encuentre la férmula para calcular A,, para cada n.

2. Halle lim,, o0 522~

Problema 3. (Solucién)

Un numero natural n se dice que es perfecto cuando la suma de sus divisores propios es el propio
n.

(a) Demuestre que si 2 — 1 es primo, entonces n = 2¥71(2% — 1) es perfecto.

(b) Demuestre que si n es perfecto y par, entonces existe k& € N tal que n = 2871(2% — 1) con 2F — 1
primo.

Problema 4. (Solucién)

Encuentre un polinomio
P(z) = 2* + Az + B € Rx]

cuyas raices tengan como afijos tres vértices consecutivos de un pentagono regular de lado 1.

7. Aragoén 2021

Problema I1. (Solucion)

Determine dos fracciones irreducibles a/c y b/d, sabiendo que su diferencia es 5/6, que el maximo
comun divisor de a y b es a — b y que el minimo comin multiplo de a y b es 1050.

Problema 12. (Solucion)

10
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En un espacio vectorial real £ de dimension 4 se consideran dos subespacios vectoriales V' 'y W
que, con respecto a determinada base de F, vienen descritos por las ecuaciones:

Jr—ay+2+b=0 Jar—y—bz+t=0
v Wy

a,b € R. En funcién de a y b, calcule las dimensiones de los subespacios V, W, VW y V 4+ W.

Problema I3. (Solucion)

Halle las coordenadas del punto P en la figura para que el angulo # sea maximo y calcule ese
valor maximo.

Problema I4. (Solucion)

El drea sombreada de la figura mide 100 c¢m?. Los dos cuadrados menores que se superponen
son iguales. El lado del cuadrado mayor queda dividido en tres segmentos de igual longitud por los
vértices de los cuadrados menores. Calcule el area del cuadrado més grande.

Problema I5. (Solucion)

(a) Una urna contiene a bolas blancas y b bolas negras. Dos jugadores A y B, extraen sucesivamente
y con reemplazamiento una bola de la urna. El juego se detiene cuando A extrae una bola blanca
(siendo A el ganador del juego) o cuando B extrae una bola negra (siendo B el ganador del
juego). Se supone que el primero jugador en extraer bola es A. Calcular la probabilidad de que
A gane la partida y la probabilidad de que B gane la partida.

(b) La funcién de densidad de una variable aleatoria es

o) = ar’ +bxr, 0<x<?2
)= 0 en el resto

Sabiendo que P(1/2 < x < 1) =0, 16666, determinar a y b.

Problema II1. (Solucién)

11
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(a) Demuestre que x*" — y*" es divisible por = + y,Vn € N

(b) Calcule
S = Z log (T)
k=1
Problema I12. (Solucién)

En el espacio vectorial Msyo(R), siendo

(o 2)(0 )G )G ap

una base de My.»(R), se consideran los subconjuntos:

SQ == {A € M2><2(R) A= At}

U:{AEMZM(R):A(; Z) N <8 8)}

: . 11 11 11
V' como el sistema generado por las matrices (0 1) , (0 0) , (O 2>

a) Probar que U es un subespacio vectorial de Ms,o(R).

(a)
(b) Calcular las ecuaciones paramétricas e implicitas de VS¢ respecto de la base candnica.
(c) Dar las ecuaciones paramétricas e implicitas de U respecto de la base .

)

(d) Razonar si son o no ciertas las siguientes afirmaciones, sabiendo que W es un espacio vectorial
de dimensién 2021:

(i) En W pueden existir 2022 vectores formando un sistema generador.

(il) 2020 vectores distintos de W siempre son linealmente independientes.

Problema II3. (Solucién)

(a) Tenemos dos urnas que contienen un 60 % de bolas rojas y un 40 % de bolas azules la primera
y 20 % de bolas rojas y 80 % de bolas azules la segunda. Seleccionamos una de las urnas al azar
y se extraen 10 bolas con reemplazamiento resultando B = r,a, a,r,r,7,a,r,a,a siendo r bola
roja y a bola azul. Averigiie cudl es la probabilidad de que la extraccion haya sido realizada de
la primera urna.

(b) Tomamos al azar las letras de la palabra oposicion y con ellas formamos una palabra. Calcule
la probabilidad de que la primera letra de esa palabra sea una vocal y la tltima una consonante.

Problema II4. (Solucién)
Los puntos A(-3,—1,3), B(2,—1,0), C(0,0,—2), D(1,—2,—1) son los vértices de un tetraedro
(a) Calcule las ecuaciones implicitas de lar recta r que pasa por el baricentro de la base BC'D y

por el punto A.
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(b) Halle la ecuacién del plano m que contiene la base del tetraedro que forman los vértices B, C'
y D.

(c) Calcule la ecuacién del plano " paralelo a m que pasa por los puntos medios de los segmentos
AB, AC' y AD.

alle el punto el plano ' que pertenece a r. Calcule la distancia de a la base .
d) Halle el P del pl ! Calcule la di ia de P a la base BCD
., Qué relacion hay entre la distancia de P al vértice y la distancia de P a la base BC'D?

Problema II5. (Solucién)

Calcule los valores maximo y minimo absolutos de la funcién S(¢) en el intervalo [0, 1/2]. Dicha
funcion nos permite calcular el area sombreada en la figura, que estd comprendida entre la elipse de
ecuacién 4z% + y? = 1, la recta horizontal y = 1 y la recta vertical z =t donde 0 < ¢ < 1/2.

i

B

8. Castilla y Leén 2021

Problema 1. (Solucién)

ncuentra un nimero de 5 cifras distintas, no nulas, de forma que la suma de las variaciones ter-
narias sin repeticion de esas cifras coincida con el propio niimero.

Problema 2. (Solucién)

Tres cilindros iguales de radio R, con 0 < R < 1, estdn colocados de modo que sus ejes forman
un tridngulo equildtero de lado2v/3 metros. Calcular el volumen limitado por los tres cilindros y los
dos planos tangentes a los tres cilindros.

Problema 3. (Solucién)

Los nimeros complejos a, b y ¢ son los vértices de un tridngulo rectangulo en el plano complejo.
Sabiendo que a + b+ ¢ = 0y que |a]* + [b]> + |c[* = 150, hallar el valor de la hipotenusa de dicho
triangulo.

Problema 4. (Solucién)

En el espacio vectorial de las sucesiones de nuimeros reales sobre R, con las operaciones

(@)% 4+ (0,)22 = (an +0,)2215 A (@), = (Xay,)22,, se considera el subespacio vectorial definido
por las sucesiones que verifican:

['={(an)2, : ap = an_1 + ap_oconn > 3,a1,as}
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(a) Demostrar que las progresiones geométricas de I' con a; = 1, forman una base de T'.

(b) Obtener las componentes en dicha base y el término general, de las sucesiones de I' definidas
por:

a; =1, ay = 1 (sucesién de Fibonacci)

by =1, by = 3 (sucesion de Lucca)
Problema 1 (COVID). (Solucién)

Un bombo contiene bolas numeradas con nimeros naturales mayores que 0 que se emplean para
un juego. Para jugar, se mezclan las bolas y se extraen dos al azar. Si la suma de las bolas extraidas
es par, se gana el juego. Si la suma de las bolas extraidas es impar, se pierde el juego. Un juego es
justo si la probabilidad de ganar es igual a la probabilidad de perder. Determinar las condiciones
bajo las que se configuran TODAS las posibilidades de que el juego descrito sea justo.

Problema 2 (COVID). (Solucién)

Dada la funcién f(x) = ;”2111’{, x>0, x#1,
(a) Analizar si es posible extender el dominio de definicién de f a = > 0 como funcién derivable.

(b) Estudiar monotonia, existencia y célculo de puntos extremos, y las posibles asintotas de la
funcion.

(¢) Calcular limy o [ f(x)dz
Problema 3 (COVID). (Solucién)
En el espacio afin euclideo tridimensional R? se consideran las siguientes rectas r y s:
rEx?lzﬂ:zsz{aH—y_z_l:O
72 r—2z2=0

Obtener la matriz asociada al movimiento f que transforma r en s, verificando f(1,1,0) = (1/2,1,1/2).

Problema 4 (COVID). (Solucién)

Sea el espacio vectorial M,, de las matrices n x n de niimeros reales. Para la matriz A = [a;;] € M,
se define: D(A) = > a; = 1. Sea [ el endomorfismo definido por f : M, — M, que asigna

A — D(A) - I, siendo I, la matriz identidad. Calcular los valores propios de f y estudiar si f es
diagonalizable.

9. Galicia 2021

Problema 1.1. (Solucion)

Sea Ps(z) el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 3 con coeficientes
reales. Sea f : P3(x) — Ps(z) definida por:

flp(x)] = Bp(z) +p'(z), B € R
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(a) Probar que f s una aplicacién lineal.
(b) Hallar su ntcleo, su imagen y clasificar f segun los valores de (.

(c¢) Suponiendo 8 = 1, hallar la matriz asociada a f, cuando se considera en P3(R) la base
B={2,z+ 1,22 —1,2% + 1} tanto en el espacio inicial como en el espacio final.

Problema 1.2. (Solucién)

Hallar el volumen del sélido mayor obtenido en un cono recto de base circular de radio 2 cm, al
cortarlo con un plano paralelo al eje del cono a una distanca de una unidad de dicho eje. La altura
del cono es 6 cm.

Problema 1.3. (Solucion)

(a) Demostrar que si n es par, los nimeros naturales n?> — 1y 3n + 1 son primos entre si.

(b) Demostrar que si n = 30m, entonces la cantaidad de nimeros enteros positivos distintos de
cero que no son mayores que n y que no se dividen por ninguno de los nimeros 6, 10, 15 es
igual a 22m.

Problema 1.4. (Solucién)

Sean b y ¢ so numeros comprendidos entre 0 y 1. Hallar la probabilidad de que la ecuacion
> +2b+c=0
tenga raices reales en los casos:
1. Que los ntmeros se elijan al azar e independientemente.

2. Que la funcién de densidad del par (b, ¢) sea:

302 +c?), b,ce(0,1)
— 2 ? I 9
G { 0, en otro caso

Problema 1.5. (Solucion)

La recta tangente a la pardbola P de ecuacién y? = 2z en uno de sus puntos M € P corta al
eje de ordenadas en el punto A. La recta normal a P en el mismo punto M corta a dicho eje en B.
Hallar la ecuacién del lugar geométrico que describe el baricentro GG del tridngulo formado por los
puntos A, B y M cuando el punto M recorre la parabola P.

Problema 2.1. (Solucién)

Considera en R* los subespacios:
S={(z,y,2,t) eER" 1z +2y+2—t=0;2—t =0} T={((1,1,1,1))

(a) Obtener una base de S + 7.
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(b) Razonar por qué la suma S + T es directa.

(c) Determinar si v(7,1,5,5) pertenece a S + T y en caso afirmativo descomponer v como suma
de un vector vg en S y un vector vy en 7'

(d) ;Son Sy T complementarios uno del otro?

Problema 2.2. (Solucion)

Dado un cuadrante AB, de una circunferencia del centro O y radio R, determinar sobre él un
punto M de mode que la superficie del cuadrilatero determinado por los radios OA, OB y por las
tangentes al arco trazadas por M y por A tenga area minima.

Problema 2.3. (Solucién)

Calcular

+oo _
/ x — [7] I
0 2lz]

donde [z] es la parte entera de .
Problema 2.4. (Solucion)

Disponemos de dos urnas con N bolas cada una, numeradas de 1 a N en ambas. Se extrae
simultaneamente una bola de cada urna y sin devolverlas repetimos esta operacion, hasta vaciar las
urnas.

(a) Hallar la probabilidad de que en ninguna de las extracciones los niimeros de las bolas coincidan.

(b) Hallar el limite de dicha probabilidad cuando N tiende a infinito.

Problema 2.5. (Solucién)

Dada una circunferencia de centro (1,0) y radio 2, se trazan por el origen de coordenadas dos
rectas variables que forman entre si un angulo de 30°. Sean A y B los puntos medios de las cuerdas
que cada una de ellas intercepta en la circunferencia. Sea M el punto medio de AB. Hallar el lugar
geométrico de los puntos M.

10. Ibiza y Formentera 2021

Problema A1. (Solucién)

Una matriz cuadrada se dice mégica si y solo si la suma de los elementos de sus filas, de sus
columans y de sus diagonales, son todos iguales.

(a) Demostrar que cualquier matriz M es la suma de una matriz simétrica M; y una matriz
antisimétrica Ms.

(b) Demostrar que la suma de matrices magicas es también una matriz méagica, y que el producto
de un escalar por una matriz magica es también una matrix magica.
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(c) Calcule todas las matrices mégicas antisimétricas de orden 3.

(d) Constuya todas las matrices mégicas simétricas de orden 3 (podria ser recomendable comenzar
por las matrices magicas de suma nula y después generalizar a la suma s # 0).

(e) Demostrar que las matrices magicas de orden 3 forman un espacio vectorial sobre R. ;Cudl es
su dimension?.

Problema A2. (Solucién)

Determinar el area limitada por el eje OX, la curva de ecuacion
= 2sin’z — 3cosz
y dos abcisas separadas entre si per una distancia igual a un periodo de la curva.

Problema A3. (Solucién)

La recta tangente a una circunferencia de radio r, trazada en un punto A de la circunferencia,
lleva marcado un segmento AN de longitud igual a la del arco de circunferencia AM (tomado en el
mismo sentido). La recta M N corta a la recta AO (siendo O el centro de la circunferencia) en el
punto B. Calcule limy_, 4 OB.

Problema A4. (Solucién)

Dos jugadores A y B juegan, alternativamente, partidas a un juego. Gana el juego el primer
jugador que consiga ganar una partida. La probabilidad de que A gane sus partidas es p;, y la pro-
babilidad de que B gane las suyas es ps, con ps > p;. Para compensar la ventaja que tiene, B deja
que A juegue la primera partida. Qué relacion han de cumplir p, y p; para que el juego sea justo, es
decir, para que A y B tengan la misma probabilidad de ganar el juego.

Problema B1. (Solucién)

Sea la ecuacion
24 (20 —9)2% + (23 - 13i)2 +6(i — 5) =0

(a) Encuentra sus raices sabiendo que tiene una raiz real.

(b) Suponiendo que los afijos de estas raices son tres vértices de un paralelogramo, encuentra los
complejos que podrian corresponder a un cuarto vértice.

Problema B2. (Solucién)

Calcule la integral indefinida de la funcién dada por el desarrollo del siguiente determinante:

1 Inz (lnz)? (Inx)?
1 Inz? (In2?)* (Inz?)?
FE =] s (mad) (1nadys
) )

1 Inz* (Inz*)? (Inz*)3
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Problema B3. (Solucion)

Considere un cuadrado de lado 2a. Determinar el area de la regién formada por los puntos del
cuadrado que estan mas cerca del centro que de cualquiera de los lados.

Problema B4. (Solucion)

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad:

f(z) = {kxe_’”Q, siz >0

0, six <0

a) Encontrar el valor de k.

(
(b

)

) Encontrar la funcién de distribucién de la variable X.
(¢) Encontrar P(—1 < X <1)

)

(d) Encontrar la media aritmética X.

11. Navarra 2021

Problema 1 (Castellano). [(Solucién)

Dada la matriz

demostrar que Vn > 2 se cumple
2
A" =10 a" (T)a""'b

Problema 2 (Castellano). [(Solucién)

Dada la funcion eficiencia que viene expresada por

_ tang¢(l —m - tan¢)
N m —+ tan ¢

E(¢)

con m € (0, 1] fijo:

1. Probar que
dE m(1+t*)(ag + a1t + ast?)
dp (m +1)? ’

donde t = tan ¢ y a; son coeficientes a determinar que dependen de m.

2. Demostrar que
dE  —m -sec® ¢(— cos(2¢) + m - sin(2¢))

%_ (m - cos ¢ + sin ¢)?
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3. Calcular los valores de ¢ € R que dan la eficiencia maxima para cada m.

Problema 3 (Castellano). [(Solucién)

La curva 3% — 23 = 1 y las tangentes a la misma en sus puntos de invlexién determinan una regién
acotada. Hallar su area.

Problema 4 (Castellano). [(Solucién)

El tiempo, en minutos, que un documento espera en una cola de impresion es una variable aleatoria
continua, (, con la siguiente funcién de densidad:

kx, si 0<z<b
flz) =< k(10 —2), si b<ax<l10
0, en el resto

1. Calcular el valor de k.

2. Calcular la probabilidad de que un documento tenga que esperar menos de 3 minutos.
3. Calcular la probabilidad de que un documento tenga que esperar méas de 9 minutos.
4. Calcular la probabilidad de que un documento tenga que esperar entre 4 y 7 minutos.

5. Un documento lleva 4 minutos en la cola, ;cudl es la probabilidad de que tenga que esperar al
menos 3 minutos mas?

6. Un documento lleva 6 minutos en la cola, jcudl es la probabilidad de que tenga que esperar
mas de 9 minutos?

7. Calcular el tiempo medio de espera.

Problema 1 (Castellano-COVID). (Solucién)

Dadas

1 o—a?(1+£2)
g(x):/ ———dt
0

14 ¢2

Demostrar que F(z) = f(z) 4+ g(x) es una constante y determinarla.
Problema 2 (Castellano-COVID). (Solucién)

Sea IP5(t) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual que 3 en la variable . Se considera
la aplicacion:
f:R® — P3(t)dada porf(x,y, z) = 2t + yt + (y + 2)

1. Demostrar que es una aplicacion lineal.
2. Hallar la matriz coordenada de f respecto de las bases canénicas de R® y P(t)

3. iEs f biyectiva? Razdnalo.
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4. Hallar la matriz coordenada de f respecto de las bases

f=1{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} B ={tt*+tt+1,1}
Problema 3 (Castellano-COVID). (Solucién)

Sea ABC el triangulo acutangulo con AB # AC'y con baricentro GG. Llamémosle M al punto me-
dio de BC' y consideramos la circunferencia con centro G y radio GM. Llamemos N a la interseccion
de la circunferencia con BC (distinta de M).

1. Calcular el punto simétrico de A con respecto de N.
2. Siendo S el punto simétrico del apartado anterior, demostrar que GS' es perpendicular a BC'

Problema 4 (Castellano-COVID). (Solucién)

Una enfermedad tiene una incidencia de un 2% en la poblacién. Se ha creado un test con una
fiabilidad del 90 %.

1. ;Cuél es la probabilidad de dar positivo en 2 test si se realizan 10 test?
2. (Cudl es la probabilidad de tener realmente la enfermedad si el resultado es positivo en el test?

3. Si la enfermedad se extiende por la poblacién y el 70 % de los habitantes estdn enfermos, jcuél
es la probabilidad de que al hacer 5 pruebas alguna sea positiva?

Problema 1 (Euskara). (Solucién)

1. Probar que para todo n € N,

en el intervalo [—1,0].
Problema 2 (Euskara). (Solucién)

Sea 8 = {uy,us,us, us} una base del R-espacio vectorial V. Se consideran los conjuntos 3/ =
/! .
{'Ul,UQ,Ug,UgL} y B = {wlaw27w37w4} donde'

v = (2,-2,0,1) vy = (1,1,1,0) vs = (3,0,1,—1) vy = (0,-2,—1,1)
wy = (0,1,0,3) wy = (—1,1,0,0) wy = (—2,0,—1,2) wy = (=1,-1,-1,1)

respecto a la base 3. Se pide:
1. Probar que #’ y ” son bases de V.

2. Hallar la matriz de cambio de base de 5" a 3”.
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3. Determinar las coordenadas respecto de 3’ del vector x cuyas coordenadas respecto de 5” son
(0,—6,3,—5).

Problema 3 (Euskara). (Solucién)

Dada una cierta funcion f definida sobre R y derivable en todo su dominio, definimos

J(=2)=2f(0)+ /(=)
z#0
g(z) = { 2 f
m z=0

» Probar que si existe f”(0) y m = f”(0), entonces g es continua en R.

= Probar que si f es dos veces derivable en R y existe f”/(0), entonces g es derivable en todo R.
Calcular ¢'(z).

= Aplicando el primer apartado, evaluar para o > —1 el limite

lim (n—1)*=2n*+ (n+1)

n—00 ne—2

Problema 4 (Euskara). (Solucién)

Sobre el diametro horizontal de una circunferencia de radio 5 y centro O se toma un punto F' tal
que |OF| = 3. Se traza por F' una recta variable r que corta a la circunferencia en un punto A. Por
A se traza la recta perpendicular s a la recta r. Hallar la envolvente de estas rectas s.

Problema 1 (Euskara-COVID). (Solucion)

1. Sean f y g funciones n-veces derivables, probar que la derivada n-ésima de su producto es:
n - n n—
(£ =3 () g
k=0
2. Siendo h(z) = e®sinz, calcular A (7/2).
Problema 2 (Euskara-COVID). (Solucién)
Considerar S = {(x,v, 2,t) € Q*|z = 32} y T generado por (3,2,1,2),(3,-3,1,-3), y (3,0,1,0).
1. Comprobar que T es subespacio de S.
2. Hallar un abase de T" y completarla hasta base de S.

3. Hallar un subespacio U de dimension 3 tal que T'=SNU.
Problema 3 (Euskara-COVID). (Solucion)

Hallar las tangentes del astroide 22/3 4 42/3 = a2/3 (a > 0) que estdn mds alejadas del origen.

Problema 4 (Euskara-COVID). (Solucién)

Sea X la variable aleatoria que toma el valor 0 y 1 si sale cara o cruz respectivamente, al lanzar
una moneda. Si sale cara, se introduce una bola blanca en una urna que contiene 3 bolas negras y 2

blancas, y si sale cruz, se introduce una bola negra. Sea Y la variable aleatoria que indica el niimero
de bolas blancas obtenido al sacar dos bolas de la urna.
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1. Describir la situacién matemaéaticamente.
2. Realizar la tabla de distribuciones conjunta.

3. Estudiar e interpretar la relacién entre las variables X e Y realizando las explicaciones y cédlculos
oportunos.

12. Comunidad Valenciana 2019 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Sean f : R* — R? una aplicacién lineal con matriz asociada en la bases e; de R* y €} de R3:

A:

_ N W
N = O
— =

1
)
0
(a) Calcula la expresiéon matricial de la aplicacién.
(b) Calcula Kerf y una base suya.

(c¢) Calcula Imgf y una base suya.

(d) Escribe las bases candnicas de f respecto a R* y R3

Problema 2. (Solucién)

Demostrar que el volumen de cualquier cono recto inscrito en una esfera es menor que el 30 % del
volumen de la esfera.

Problema 3. (Solucién)

En el sorteo de la primitiva se juega con 49 nimeros. Se eligen 7, dénde 6 de ellos son la combi-
nacion ganadora y 1 es el reintegro. Se permite hacer apuestas multiples de » nimeros. Calcular:

(a) la probabilidad de tener 5 nimeros de la combinaciéon ganadora habiendo realizado una apuesta
multiple de 10 ntimeros.

(b) la probabilidad de tener k nimeros de la combinacién ganadora con una apuesta de r nimeros.

(c) la probabilidad de tener k£ nimeros de la combinacién ganadora y el reintegro con una apuesta
de r ntimeros.

Problema 4. (Solucién)

Sea un trapecio, no isosceles, de bases AB y C'D. Sea el punto E la interseccion de los segmentos
AD y BC, y sea el punto F' la interseccion de las rectas prolongacion de los segmentos AC'y BD.
Consideremos la recta r que pasa por los puntos E' y F. Demostrar que esta recta r corta ambas

bases en sus puntos medios.

Problema 5. (Solucién)
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13. Galicia 2019 (Entrada Web)

Problema A1l. (Solucién)

El niimero de vehiculos que atraviesan diariamente una zona de velocidad controlada por radar
sigue una distribucién de Poisson de parametro A. Si la probabilidad de que un vehiculo no respete
el limite fijado es p, se pide:

(a) Encontrar la distribucién del nimero de infracciones diarias detectadas por el radar.

(b) Si el radar detect6 r infracciones, jcudl es la distribucién del nimero de vehiculos que atrave-
saron la zona controlada? ;Cudl es la media de esta distribucién?

Problema A2. (Solucién)

Encontrar los criterios de divisibilidad por 4 y por 13. Aplicar dichos criterios para determinar el
mayor numero de seis cifras divisible por 4 y por 13.

Problema A3. (Solucién)

Sea f : C — C dada por f(z) = % Definimos > = fo f,f* = fo f2,... f"") = fo fry

llamamos f™ = wy,.

(a) Si z =1, hallar el menor n € N posible para que wy + wy + - - - + w, sea real y calcula el valor
correspondiente.

(b) Hallar z'/¢ sabiendo que wag = i.

Problema A4. (Solucién)
Problema A5. (Solucién)

Tomando sobre el eje OX un punto P(a,0), construimos sobre la circunferencia z* + y* = r?
(0 < a < r) el tridngulo de vértices P(a,0), R(r,0),Q(a,v7r? — a?). Consideremos ahora el tridngulo
curvilineo cuyos lados son: el segmento PQ, el segmento PR, y el arco de circunferencia Q) R. Calcular
el limite del cociente de las areas de los triangulos mencionados si hacemos tender a hacia r.

Problema B1. (Solucion)

Los dos lados de un tridngulo isésceles tiene una longitud [, cada uno, y el angulo x entre ellos es
el valor de una variable aleatoria X con funcién de densidad proporcional a z(m — z) en cada punto
x € (0,7/2). Calcular la funcién de densidad del area del tridngulo y su esperanza.

Problema B2. (Solucion)
Consideramos los polinomios P(z) = 2 + Az* + Bz + C, Q(z) = 32° + 2Az + B (z es la varia-

ble, A, B, C son pardametros reales). Supongamos que si a, b, ¢ son las tres raices de P, las de ) son

“T“’, % Determinar todos los posibles polinomios P y Q).
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Problema B3. (Solucion)

Un cartel, situado en una pared, tiene sus bordes superior e inferiror a las alturas m y n, res-
pectivamente, con referencia a la visual de un lector. ;A qué distancia de lapared debe colocarse el
lector del cartel para que el angulo visual determinado por la pupila y los bordes sea maximo?.

Problema B4. (Solucion)

Un cuadrado ABCD de centro O y lado 1 se gira un angulo « alrededor de O. Hallar el area
comun de ambos cuadrados.

Problema B5. (Solucion)

14. Mallorca/Menorca 2019 (Entrada Web)

Problema A1l. (Solucién)

Al trazar las diagonales de un pentagono regular se forma en su interior un nuevo pentagono
regular. ; Qué relacién existe entre las areas de ambos pentagonos?

Problema A2. (Solucién)
Demostrar que 117" 4- 12271 es un multiplo de 133 para todo n > 1 con n € N.
Problema A3. (Solucién)
Determinar la longitud de arco de la curva y = Inz desde = v/3 hasta z = /8.

Problema A4. (Solucién)

Calcular el limite
, cosl+4+cos2+---4+cosn
lim 5 , neN
n—oo n

Problema B1. (Solucién)

Un rayo de luz parte del punto A(1,0, 1) y se refleja sobre el plano de ecuacién z+2y+3z—1=10
JEn qué punto del plano se ha de producir la reflexién para que el rayo reflejado pase por el punto
B(2,1,1)7

Problema B2. (Solucién)

Demuestra que la sucesion siguiente, con n € N, converge, y determina su limite

CL1:]_

an+1:2+%, n>1

Problema B3. (Solucion)
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Una variable aleatoria X tiene una funcién de densidad definida por

/()

c

=—5—, en —xo<r<ooconcé€eR
x4+ 1

(a) Determine el valor de la constante c.

(b) Determine la probabilidad de que 1/3 < X? <'1
Problema B4. (Solucién)
Sea

143\ [ —1-3i\
:<T> +<T>

Probar que z es igual a 2 si n es multiplo de 3 y que es igual a —1 en cualquier otro caso.

15. Pais Vasco 2018 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Sea p primo. Determinar todos los k € Z tales que \/k? — kp € Z™.

16. Castilla y Leén 2018 (Entrada Web)

Problema 4. (Solucién)

(a) Se eligen aleatoriamente b, c € [0, a]. La probabilidad de que la distancia en C de las raices de
2% 4+ bz + ¢ no sea mayor que 1, no es menor que 0,25. Hallar a.

(b)

17. Navarra 2018 (Entrada Web)

Problema 1 (Castellano). (Solucién)

Dados los siguientes subespacios vectoriales S; y S, de R*:
S1=((1,1,-2,1),(0,1,-1,2),(2,—1,—1,—4))
Sy ={(z,y,2,t) ER*: 30 +az=0;2 — 2y — 2t =0}

Hallar a para que S; + .5, sea distinto de R*. En este caso, obtener la dimensién y una base de S; N Ss.

FE DE ERRATAS: (PDF)
Problema 2 (Castellano). (Solucién)

Dada la ecuacién z* + 42% — 222 — 122 + k = 0 con k € R. Se pide:
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https://youtu.be/_ZWymmALJFY
https://
https://
https://
https://
https://notodoesmatematicas.com/2020/05/19/navarra-2018-oposiciones/
https://youtu.be/bTkI_kIgPpo
https://cutt.ly/tQevmjJ
https://youtu.be/ZtnEDFKMOPk

(a) Discutir las soluciones de la ecuacién en funcién de los valores del pardmetro k € R.

(b) Resolver la ecuacion si k = —27.

Problema 3 (Castellano). (Solucién)

Demostrar que la astroide de ecuacién %3 + y?/3 = L?/3 es la envolvente de la familia de seg-
mentos moviles de longitud constante L, cuyos extremos se apoyan en los ejes de coordenadas.

Problema 4 (Castellano). (Solucién)

El niimero de piezas por minuto que llegan a una maquina de una industria automovilistica es una
variable aleatoria X que sigue una distribucién de Poisson de parametro A. Y el tiempo, en minutos,
que transcurre entre las llegadas de un par de piezas, es una variable aleatoria T cuya funcion de
densidad es:

ft) =

Suponiendo que A = 3 en ambas variables aleatorias, se pide:

Ate=™  &it >0
0 sit < 0

(a) Sien un periodo de 120 segundos ya han llegado al menos 3 piezas, ;cudl es la probabilidad de
que en ese periodo lleguen como mucho 2 piezas mas?.

(b) Obtener la funcién de distribucién de probabilidad acumulada de T', y utilizala para calcular
la probabilidad de que transcurran menos de 90 segundos entre las llegadas de un par de piezas.

ALGUNOS COMENTARIOS SOBRE POSIBLES INTERPRETACIONES: (PDF)
Problema 1 (Euskara). (Solucién)

Calcula a,b y c en la siguiente expresion para que sea del espacio vectorial de los polinomios de
segundo grado Ps[z].

v4ar?+br+c 23+br’+cx+a P+ cxP+ar+bd

P(r) =
(x) z—1 + x+1 + xr— 2

Siendo P(z) el polinomio anterior, prueba que B = {z?+z +1,z*> — 1, P(z)} es una base del espacio
vectorial del grupo de polinomios de segundo grado P»[z], y calcula las coordenadas del polinomio
Q(z) = 22? + 3z en esta base.

Problema 2 (Euskara). (Solucién)

Se llama cicloide a la curva que describe un punto de una circunferencia al rodar por una linea
recta. Si P es un punto de la circunferencia y r es el radio de la circunferencia, las ecuaciones
paramétricas del cicloide son las siguientes:

x =r(0 —sind)
{y—r(l—cosﬁ)’ 0<f<2m

La circunferencia rueda por el eje OX y el punto P esta en el origen cuando empieza, el angulo 6 es
el angulo que crea el punto P. Sabiendo que la recta y = k corta el primer arco del cicloide, calcula
el valor del parametro k£ para que los arcos en que se divide midan lo mismo.

26


https://youtu.be/2g7BSFXbosc
https://youtu.be/mKzXvi-ER_4
https://cutt.ly/eQevk0p
https://youtu.be/mt8BencvDKk
https://youtu.be/QrmLObzMVS8

Problema 3 (Euskara). (Solucién)

Sea P un punto de la parabola y?> = 2. La recta tangente que pasa por el punto P y la recta
normal, cortan el eje OY en A y B respectivamente. Calcula la ecuacién del lugar geométrico del
baricentro del triangulo PAB cuando el punto se mueve por la parabola.

Problema 4 (Euskara). (Solucién)

En una empresa de Leds se crean dos tipos de diodos (tipo A y tipo B). La ”vida 1til” del tipo A
(en miles de horas) sigue una distribucién normal con una media g4 = 45 y una desviacion tipica de
o4 = 5. El diodo tipo B sigue una distribucién normal pero con una media pup = 42 y una desviacion
tipica o = 5. Suponiendo que la ”vida 1til” de los diodos del ipo A y B sean independientes entre
st:

(a) Calcula la probabilidad de que la ”vida 1til” de los diodos A y B tengan una diferencia menor
a 1000 horas.

(b) Para fabricar una bombilla se usan 35 diodos de tipo A. ;Cudl es la probabilidad de que después
de 40000 horas, exactamente 30 sigan funcionando?.

(c) En una muestra aleatoria de 20 diodos de tipo B, jcudl es la probabilidad de que la media de
"vida 1util” esté entre 40000 y 43000 horas?.

HAY UN ERROR EN LA TRASCRIPCION EN RELACION AL ENUNCIADO ORIGINAL. ALLI, op = T:
(PDF)

18. Andalucia 2018 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Dados la matriz A € M,3(R), el vector b € R?, a € R y el subespacio F de R*,

-1 2 0 0
o 0 1 -1 . 1 _ .T1+$2—$4:0
A= 0 1 -1 b= a—2 F_{x1+:c3+x420}
0O 1 -1 a®

(a) Discutir y resolver cuando sea compatible el sistema AX = b, con X € R3.
(b) Sea E el espacio columna de A, calcular sus ecuaciones implicitas.

(c) Encontrar una base del subespacio E N F.

(d) Calcular la matriz B de la transformacién lineal f : R® — R* que verifica:

T(el) = A(€2 + 63)7 T(62) - Ae?n T(es) = A€27

donde {ey, ez, €3} es la base canénica de R3.
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FE DE ERRATAS APARTADO (D): (SOLUCION). NOTAR QUE EXISTE UN ERROR DE TRANSCRIPCION
ENTRE LA MATRIZ A UTILIZADA EN EL EJERCICIO QUE AQUI SE RESUELVE Y LA UTILIZADA EN
EL ENUNCIADO ORIGINAL.

Problema 2. (Solucién)

Dados los puntos A(1,2) y B(3,3), se pide:
(a) Calcular la ecuacién de la parabola que tiene el vértice en el punto A y el foco en el punto B.

(b) Determinar como nimero complejo en forma bindmica los vértices de un tridngulo equilatero
con centro en A, sabiendo que B es uno de sus vértices.

Problema 3. (Solucién)

Consideramos la curva C' de ecuacién: 2% + y? = 4.

(a) De todos los tridngulos inscritos en la curva C, con vértice en el punto A(0,2) y base paralela
al eje OX, calcular el que tiene méaxima superficie.

(b) Calcular la ecuacién de la envolvente de la familia de circunferencias que tienen centro en la
curva C'y que sus radios son la mitad del radio de C.

Problema 4. (Solucién)

Consideremos la funcién f(x) = cosx:

(a) Calcular la serie de Taylor de la funcién f.

(b) Demostrar que:

"cosz - (—1)"
/0 Nk 2 (4n + 1)(2n)!

n=0

(c) Calcular el valor de fol ‘;}; dx con un error menor que 1073,

Problema 5. (Solucién)

Consideremos las funciones f(x) =ze ™y g(x) =2 —x foﬂf et dt.

(a) Estudiar y representar graficamente la funcién f.

(b) Calcular:

@) o) +2-a
z—0 xIn(l — x)

Problema 6. (Solucién)

Consideremos el conjunto C' = {1, 2, 3,4, 5}.

(a) Calcular la probabilidad de que sean reales las raices de la ecuacién x? + bz + ¢ = 0 cuando los
coeficientes b y ¢ se eligen al azar entre los nimeros del conjunto C.

(b) Supongamos un dado de cinco caras numeradas con los nimeros de C. ;Cudl es el nimero
minimo de veces que habria que lanzarlo para que la probabilidad de que salga al menos una
vez el niemro 1 sea mayor que 0,97
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19. Murcia 2018 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

En el conjunto de los niimeros naturales N:

(a) Demuestre que para cualquier sucesién {a, }nen, la sucesiéon
a3
az %
ap, ;= 4" ...
se hace constante médulo m para cualquier niimero natural m.
(b) Utilice el apartado anterior para demostrar que la sucesién
7 577
7T

la cifra de las unidades se hace constante y calcule dicha cifra.

a3
Observacién: No confundir las expresiones de la forma aj> con (a}?)®.
SOLUCION EN PDF MEJORADA CON COMENTARIOS ADICIONALES: (PDF)
Problema 2. (Solucién)

Sean a y b nimeros reales y sea A, la matriz de M,,»,(R) definida como

1 -1 0 0 0
a b -1 0 0
an—l an—Qb an—Bb an—4b .. b

para n € N con n > 2. Determinar:
(a) El determinante de A,,.

(b) Las ecuaciones implicitas del subespacio vectorial de R™ generado por los vectores columna de

A,

(c¢) La dimensién del espacio cociente R"/Ker(f), con f : R™ — R" la aplicacién lineal con matriz
asociada A,,.

Problema 3. (Solucién)

Sea b un numero real positivo no nulo.

(a) Pruebe que si f: R — R es una funcién continua tal que f(0) =0y f'(z) = entonces

f(z) < 7 para cada x > 0.

_ 1
14bef(z) 7

(b) Para a un nimero real positivo, calcule

a b
/ / emarl(@)5%.07) oy
0 0
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Problema 4. (Solucién)

Sean A, B,C, D cuatro puntos en una esfera de radio r tales que los puntos ABC forman un
tridangulo rectangulo en el plano que los contiene.

(a) Determine el volumen del tetraedro ABC'D y estudie si 273 es una cota superior para este

3
volumen. En su caso, determine, si existe, un tetraedro con volumen %r?’.

(b) Determine el volumen del tetraedro A; B;C1 D, donde A; es el punto medio del lado AB, Bj es
el punto medio del lado BC' y (] es el punto medio del lado C'A, y su relaciéon con el volumen
del tetraedro ABCD.

Problema 5. (Solucién)

Una prueba de selecciéon en una empresa de andlisis de datos consiste en realizar una jornada
laboral de 8 horas, donde el aspirante debe emitir los andalisis que le solicitan igual que el resto de
trabajadores. La empresa sabe que el tiempo estimado por los aspirantes para realizar un analisis
sigue una distribucién normal con media p y desviacién tipica p/10.

(a) Sila empresa fija como objetivo realizar al menos 100 anélisis en una jornada laboral, determine
el valor de o que deberia alcanzar un aspirante en su preparacion para que no cumpla el objetivo
con una probabilidad de 0.025.

(b) Si se sabe que un aspirante con pu = 2/25 horas ha alcanzado el objetivo, determine el nimero

maximo de analisis que ha realizado en la jornada laboral con una probabilidad de, al menos,

0.1587
0.5 °

20. Madrid 2018 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Sean C'y C" dos circunferencias concéntricas de radios r y r’ respectivamente, con r < r’. En la
corona limitada por C'y C” existen ocho circunferencias C;, con tangentes a C'y C’ y de tal modo
que Cj es tangente a Cjyq parai = 1,2,...,7y Cg es también tangente a Cy. Determinar el valor de 7.

Problema 2. (Solucién)

Sean a y b dos niimeros reales positivos.
(a) Demostrar que si a < b < e entonces a’® < b°.

b) Demostrar que si e < a < b entonces a®? > b°.
( q

Problema 3. (Solucidn)
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Calcule el limite en el infinito de la sucesion A,,, siendo A, el siguiente determinante:

1 -2 0 0 0 0
r 1 —3 0 0 0
2 0 1 -1 0 0
@ 0 0 1 —i 0
™2 0 0 0 0 —
0 0 0 0 1

Problema 4. (Solucién)

Un juego de dados tiene las siguientes reglas:
= Se tiran dos dados equilibrados, numerados del 1 al 6, hasta que sumen 4 o 7.
= Si suman 4 gana el tirador, mientras que pierde si la suma es 7.

Determine la probabilidad de ganar dicho juego.

21. Extremadura 2018 (Entrada Web)
Ejercicio. (Solucién (a)) (Solucién (b)) (Solucion (c))/ (Solucion (d))

Calcula uno y sélo uno de los siguientes apartados:

() 1
/ (1 —2*"dx, conn € N
0

/ dx
3cosx —4sinz

© 2
/ e dx
0

(b)

Problema 1. (Solucién)

Estando en Estados Unidos, el senor Martinez cambié un cheque de viaje. El cajero, al pagarle,
confundié el nimero de délares con los centavos y viceversa. El senor Martinez gasté 68 centavos
en sellos y comprobé que el dinero que le quedaba era el doble del importe del cheque de viaje que

habia cambiado. ;Qué valor minimo tenia el cheque de viaje?.

Problema 2. (Solucién)
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Un tanque cilindrico de radio R y de altura h, sin tapa superior, se encuentra lleno de agua hasta
un nivel a (a < h). Se elige al azar un punto cualquiera sobre la superficie del cilindro incluyendo
el fondo, y alli sehace una perforacién. Hallar el valor esperado del volumen de agua en el tanque
después de realizar la perforacion y haberse vaciado el agua hasta el punto de perforacion.

Problema 3. (Solucién)

Hallar el lugar geométrico de los centros de los tridngulos equildteros inscritos en una elipse.

22. Cantabria 2018 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Demostrar que para todo x € R

cos(sinz) > sin(cos x)

23. Castilla la Mancha 2018 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Demuestra que todos los términos de la sucesion {ay, },~2 son multiplos de 600, siendo:
an, = (n* —1)(n? +1)(n* — 16)n?
Problema 2. (Solucién)

Demostrar que una recta d, que divide a un triangulo ABC' en dos poligonos del mismo perimetro
y de la misma area pasa por el centro de la circunferencia inscrita al triangulo ABC'.

Problema 3. (Solucién)
Una variable aleatoria X tiene una funcién de densidad dada por

f(x):{ 0 six <0

kre=® six >0

(i) Hallar el valor de k para que, en efecto, sea una funcién de densidad de probabilidad.

)
(ii) Hallar la funcién de distribucién de la variable aleatoria X y calcular P(—1 < X <1).
(iii) Hallar el valor de la moda y de la mediana.

)

(iv) Hallar el valor esperado de X y su varianza.
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24. Cataluna 2018 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

(a) De un conjunto C' de N bolas (N > 3), consideramos un subconjunto S de k bolas (k < N).
Encuentra una expresion matematica pra la probabilidad P(k) que en dos extracciones conse-
cutivas al azar, sin reposicion, de bolas del conjunto C', al menos una de las bolas pertenezca
al subconjunto S. Comprueba que en el caso particular de & = N, entonces P = 1 (evento
seguro) y calcula la probabilidad para k = N — 1.

(b) Se escogen dos puntos sobre la circunferencia de un circulo de manera aleatoria. ;Cudl es la
probabilidad de que 1 cuerda dibujada entre estos dos puntos sea mas grande que el radio del
circulo?.

Problema 2. (Solucidn)

Sea A(t) el area de la regién del plano comprendida por el primer cuadrante entre la elipse e
ecuacion 42 +y? = 1, y la recta horizontal y = 1 y la recta vertical x = ¢ donde 0 < ¢ < 1/2. Calcula
los valores maximo y minimo absolutos de A(t) en el intervalo [0,1/2].

Problema 3. (Solucién)
Problema 4. (Solucién)
Problema 5. (Solucién)

25. Galicia 2017 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Una circunferencia variable I' es tangente a la recta y = 0 en el punto A(—1,0). Sea r la recta
tangente a I' en el punto diametralmente opuesto al punto A, y s la recta tangente a I', distinta
de y = 0, que pasa por B(1,0). Hallar la ecuacién del lugar geométrico generado por los puntos de
interseccion de las rectas r y s.

26. Comunidad Valenciana 2016 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Responda razonablemente a las siguientes preguntas:

(a) Sea C una circunferencia y P un punto del plano euclideo exterior a la circunferencia. Sea s una
recta que pasa por Py es secante con C. Si A y B son los puntos de corte de la circunferencia
con s, demuestre que el producto PA - PB no depende de la recta secante s elegida.

(b) En un terreno llano seha construido un estanque de planta circular en el que la superficie libre
de agua enrasa con el terreno. El estanque esta centrado en el punto C'(43,31) y su radio es de
30 m. Un pato, situado inicialmente en el punto P(3, 1), marcha en linea recta y con velocidades
uniformes de 0,32 m/sy 0,96 m/s, sobre tierra y nadando, respectivamente, con el fin de llegar
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a la orilla opuesta. Determine la direccion que debe tomar el pato para que la duracién del
recorrido sea la minima posible y calcule el tiempo correspondiente.

NOTA: La direccion del pato debe ser expresada en funcién de una razén trigonométrica.
Problema 2. (Solucién)

Se considera el espacio vectorial R? y se define la aplicacién F : R? x R? — R? tal que

F((x1,11) (22, ¥2)) = 191 — T1Y2 — Tal1 + aT2Yo

1. Determine los valores de a para los cuales el par (R? F) es un espacio vectorial euclideo y
calcule la matriz de la métrica en la base candnica.

2. Para los valores de a que lo permitan, calcule la base ortonormal de (R?, F'). ;Cudl es la matriz
de la métrica en esa base).

3. Sea (R3, G) el espacio vectorial euclideo que hace ortonormal a la base 3 = {(1,1,0), (1,0,0), (1,1,1)}.
Dé la matriz coordenada de la métrica GG en la base candnica.

4. Supongamos que A es una matriz simétrica real n x n que satisvace la condicién A® — 3A2 +
6A—21 = O, donde I y O son las matrices identidad y nula de tamano n x n, respectivamente.
Demuestre que existe un tnico ¢ € R tal que A = cl.

Problema 3. (Solucién)

Un chico y una chica deciden encontrarse en determinado lugar en algiin momento entre las
17 : 00 y las 18 : 00. Cada uno esperara al otro un maximo de 10 minutos. Halle la probabildiad
deque ambos se encuentren, suponiendo que llegan independientemente a la cita, si:

1. El chico llega a las 17 : 30.

2. Llegando uno y el otro en cualquier momento.

Problema 4. (Solucién)

Con un solo corte recto puedes dividir un pastal circular en dos partes. Un segundo corte que
atraviese al primero producira, probablemente, cuatro partes, y un tercer corte puede llegar a producir
siete partes.

1. ;Cuél es el mayor nimero de partes que puedes obtener con seis cortes rectos?.

2. (Y, en general, cuantos pedazos de pastel se obtienen con n cortes?.

Problema 5. (Solucién)

Responda razonadamente a las siguientes cuestiones:

1. Halle un conjunto infinito de ternas (a, b, ¢) formadas por nimeros naturales distintos que sean
solucién de la ecuacién
a? +b* +c* =2c(a+0)
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2. Demuestre que la ecuacion
a® +b* +c* =3b(a—c)(a+c—b)

no tiene soluciones (a, b, c) € N? tales que a < b < c.

Problema 6. (Solucién)

27. Asturias 2016 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

De un depésito se que contiene un fluido viscoso se desprenden gotas que supondremos esféricas.
El radio de una gota es una variable X medida en milimetros, de tamano minimo r > 1, cuya
probabilidad de desprenderse es inversamente proporcional a su volumen.

1. Calcule r sabiendo que la esperanza de X supera en 1 a su mediana.

2. Si se desprenden cinco gotas, cudl es la probabilidad de que exactamente tres de ellas superen
el doble del tamano minimo.

3. Si el numero de gotas que se desprenden por minuto sigue una distribucién de Poisson de
parametro A, calcule su esperanza, sabiendo que la probabilidad de que caigan cinco gotas en
un minuto es la mitad de la probabilidad de que caigan cinco gotas en dos minutos.

28. Cantabria 2016 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Responda a las siguientes cuestiones independientes entre si:

1. Calcule la suma finita -

"
S=T7T4+TT+7771+ ... +777...7
2. En una urna hay 10 bolas numeradas del 1 al 10. Se extrae al azar una bola, obteniéndose el

numero a. Se devuelve la bola a la urna y se repite el proceso dos veces mas, obteniéndose los
nimeros b y c. ;Cual es la probabilidad de que el sistema sea incompatible?

ar +by+c=0
20+ 3y =0

Problema 1. (Solucién)
Dos amigos A y B se citan en un determinado lugar de la siguiente forma: Ambos llegaran en
momentos al azar del intervalo [0, 7] (en minutos) e independientemente del otro. Si A esta dispuesto
a esperar a minutos, 0 < a < T, y B esta dispuesto a esperar b minutos, 0 < b < T', se pide:

1. Calcule la probabilidad de que A llegue antes que B.
2. Determine la probabilidad de que ambos se encuentren.

3. Supuesto que ambos se encuentran, calcule la probabilidad de que B haya llegado antes que A.
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29. Ceuta 2016 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

La longitud del radio de una esfera es una variable aleatoria con funciéon de densidad
flz)=kx(l—2z), 0<z<1
y nula en el resto.

1. Calcule el valor de la constante k para que f sea efectivamente una funciéon de densidad. Calcule
asi mismo la funcion de distribucion.

2. Se sabe que el radio de la esfera mide més de 1/3. Calcule la probabilidad de que su longitud
sea inferior a 3/4.

3. Si S = 4ma? es la superficie de la esfera de radio x, calcule P(S > s).

30. Pais Vasco 2016 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucidn)

En una bolsa se desean introducir bolas blancas y negras. Se lanza una moneda al aire cinco veces
y se introducen en la bolsa tantas bolas blancas como caras se obtengan, y tantas bolas negras como
cruces salgan. Si se extrae una bola y resulta ser negra, jcudl es la probabilidad de que en la bolsa
hubiera tres bolas blancas y dos negras antes de la extraccién?

31. Galicia 2016 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Dada la funcién de densidad f : R? — R, que vale
Flay) = k(@® +y")e™ w20,y 20
y nula en el resto, se pide
1. El valor de k
2. Las funciones de densidad marginales
3. La funcién de densidad condicional f(x|y)

4. Estudie si las variables X e Y son independientes
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32. Madrid 2016 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Tres maquinas A, B y C producen una determinada pieza. La maquina A la elabora con una
longitud que se distribuye segin una distribuciéon normal de pardmetros p = 165 y o = 5; la maquina
B la fabrica con una longitud que se distribuye segiin una distribucién normal de parametros p = 175
y 0 = 5; y la maquina C' también lo hace con una longitud que se distribuye normalmente con
parametros u = 170 y 0 = 5. Las longitudes son en metros y las tres maquinas fabrican en gran
cantidad.

1. E1 50% de la produccion la hace la mdquina A, el 20 % la méiquina B y el resto la miquina
C. Se eligen tres piezas al azar y se sabe que miden mas de 173 m. cada una, ;Cudl es la
probabilidad de que pertenezcan a la tercera maquina?

2. Si se eligen 100 piezas al azar de la maquina B, independientes unas de otras, jcudl es la pro-
babilidad de que al menos 60 midan méas de 173 m?

33. Melilla 2016 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucidn)

Se realiza un juego entre dos jugadores A y B que ganard aquél que gane dos partidas. La pro-
babilidad de que el jugador A gane una partida es p, la probabilidad de que el jugador B gane una
partida es ¢, y la probabilidad de que empaten es r, siendo p,q,r > 0. Calcule la probabilidad de
que el jugador A gane el juego.

Problema 1. (Solucién)
El niimero de anos que dura un equipo de misica es una variable aleatoria X con una funcién de

densidad de probabilidad dada por:

0, siz<0
flz) = {aeb”, siz >0’ a,beR

Si la duracién media de un equipo de musica es 15 anos, se pide:

1. Calcule a y 0.

2. Si el equipo ha funcionado bien los tres primeros afnos, jcudl es la probabilidad de que dure un
ano mas?.

3. Calcule la desviacion tipica y la funcién de distribucion de la variable X.

34. Comunidad Valenciana 2015 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)
Sean f y g dos endomorfismos del espacio vectorial R? definidos para todo (z,y,2) € R como

sigue:
flr,y,2) = (v +y,22 — 22y +2)  g(r,y,2) = (z,9,0)
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(a) Halle una base, unas ecuaciones y la dimensién del nicleo de f y del nicleo de g.
(b) Halle una base, unas ecuaciones y la dimensién de la imagen de f y de la imagen de g.

(c) Determine las matrices asociadas a los endomorfismos f, g, fogy gof en la base canénica de R3.

Problema 2. (Solucién)

Se consideran los puntos A(a,0) y A’(—a,0), donde a > 0, y un punto M variable sobre la recta
r de ecuacion y = x + 1. Desde A se traza la perpendicular a la recta A’M y desde A’ se traza la
recta perpendicular a AM, cortandose ambas rectas en un punto (). Determina el lugar geométrico
de los puntos () segun los valores positivos de a y clasifiquelo.

COMENTARIO ADICIONAL (PDF)
Problema 3. (Solucién)

Problema 4. (Solucién)
De una urna con r bolas negras y N — r bolas blancas se extraen n bolas consecutivamente y sin

reemplazamiento (n < N). Calcule la esperanza y la varianza de la variable aleatoria X que da el
nimero de bolas negras extraidas.

35. Aragén 2014 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Sea el punto P(p,q) que se encuentra en el lugar geométrico tal que

212 4 y1/2 — g2

Si la recta tangente en dicho punto corta a los ejes en los puntos (0,m) y (n,0), demostrar que
m+n=a.

36. Comunidad Valenciana 2009

Problema 1. (Solucién)

Calcular:
v/In(9 — )

\/ln —x —i-\/ln (3+x) !

37. Comunidad Valenciana 2006 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)
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1. Hallar la base del sistema de numeracién en la que esta bien hecha la operacion

3753, — 3586, = 189,

2. Una vez hallado el valor de x, deducir cudl es el criterio de divisibilidad entre x — 1, en dicha
base z.

3. Después justifica, utilizando el apartado anterior, si alguno de los nimeros dados es divisible
entre z — 1 en la base x.

4. Por ultimo, pasa el primero de los niimeros dados al sistema de numeraciéon de base 9.

Problema 2. (Solucién)
Problema 3. (Solucién)

Consideramos el tetraedro de vértices A, B,C, y D. Si el punto E recorre la arista AB, jcudndo
el angulo CED es maximo?

Problema 4. (Solucién)

La probabilidad de que una pareja tenga n hijos es ap™, con 0 < p < 1,n>1,0 < ap < 1.
Supongamos que la distribucién de sexos entre los hijos son igualmente probables. Obtén:

1. La probabilidad de que tengan al menos un hijo.

2. La probabilidad de que no tengan hijos.

La probabilidad de que una pareja tenga k hijos varones, sabiendo que tiene n hijos.
La probabilidad de que una pareja tenga k hijos varones.

La probabilidad de que una pareja tenga 3 hijos sabiendo que tiene 1 hijo varén.

SE AN

El niimero esperado de hijos.

38. Extremadura 2002 (Entrada Web)

Problema 1. (Solucién)

Hallar, en cada uno de los casos, las ecuaciones de las curvas que cumplen las siguientes condi-
ciones:

(a) La pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera (x,y) es la mitad de la pendiente de
la recta que une ese punto con el origen.

(b) La normal en cada punto, la recta que une ese punto con el origen y el eje 7?7 forman un
triangulo isésceles que tiene al eje OX como lado desigual.

(c) El segmento de la normal trazada en cualquier punto (z,y) que tiene por extremos a ese punto
y su interseccion con OX es cortado en dos partes iguales por el eje OY'.
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39. Andalucia 1998 (Entrada Web)

Problema 2. (Solucién)
Representar las graficas de

y(2*+3)=1 y Sxy—a+1=0
y determinar el area limitada por las curvas y los semiejes positivos.
Problema 5. (Solucién)

2mi )7

Sea z =¢€ una raiz séptima de la unidad. Calcular

1424244+ 2% 4 210 4 225 4 %6

40. Sueltos (convocatoria desconocida) (Entrada Web)

Problema X;. (Solucién)

Calcular
z a a a
b T a a
D,|b b =z a
b b b T

Problema X5. (Solucién)

Dada una piramide regular, de base cuadrada, y altura el doble del lado de la base, determine la
relacion entre los volimenes de las dos figuras en que queda dividida por un plano que, pasando por
un lado de la base, corta a la piramide segiin un poligono de perimetro minimo.

Problema Xj. (Solucién)

El perimetro de una circunferencia de centro O y radio r se divide en n partes iguales. Demuestre
que el limite, cuando n tiene a infinito, de la media aritmética de las longitudes de todas las dircun-
ferencias tangentes a la primera en los puntos de divisién y que pasan por un punto fijo que dista d

de O, siendo d < r, es igual a (2r — /72 — d?)m.
Problema X,. (Solucién)
La curva interseccién de la esfera 22 +y? +22 — 22 —2y—4z—4 =0conel planoz+y—2—1=0

se proyecta ortogonalmente sobre el plano coordenado XOY . Estudiese la cénica proyeccién. jCudl
es su ecuacién reducida?.

Problema X;. (Solucién)
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Clasificar la cuddrica 22 + 3y? + 622 — 22y — 222 + 6yz — 4 = 0. Hallar la interseccién de dicha
Tty = 1}

superficie con el plano que pasa por el punto (1,2,1) y es perpendicular a la recta r = {3: L9
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